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Se dice que la representacion w : A — B(H) es ciclica si existe £ € H tal

que 7(A) = H. En ese caso se dice que & es un vector ciclico para 7.

v

Proposicién

Toda representacion no degenerada es suma directa de representaciones
ciclicas.
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de manera que ax b =3, ¢ (3,cc a(r)b(r~'t)) d:.
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at = Zﬁétq = Z a(t=1)o;.

teG teG

Es decir a*(t) = a(t™1).
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r,seG {r,seG:rs=t} reG
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grupo por antilinealidad: si a =), a(t)d; € CG, entonces

at = Zﬁdtq = Z a(t=1)o;.

teG teG

Es decir a*(t) = a(t~1). Con estas operaciones CG se torna una *-algebra
compleja, que ademds tiene unidad: J..
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Dada una representacién unitaria u : G — B(H),
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Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad,
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Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
degenerada, tal que m,(a) = >, a(t)u.
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Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
degenerada, tal que m,(a) = >, a(t)ue. Por lo tanto 7,(CG) es una
C*-4lgebra.
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linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
degenerada, tal que m,(a) = >, a(t)ue. Por lo tanto 7,(CG) es una
C*-4lgebra. Nétese que
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teG teG teG

de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).
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teG teG teG

de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es
A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G).
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u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es

A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G). Si A\(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = \(a)de = a* 0. = a, de
donde sigue que A es inyectivo.
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x-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 7 /34



Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
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de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es

A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G). Si A\(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = \(a)de = a* 0. = a, de
donde sigue que \ es inyectivo. Conclusién: A : £1(G) — B(£?(G)) es un
x-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.

Definicion
Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra reducida de G es

C*(G) := A(CG)
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Dada una representacién unitaria u : G — B(#), podemos extenderla por
linealidad, obteniendo una representacién 7, : CG — B(#H), no
degenerada, tal que m,(a) = >, a(t)ue. Por lo tanto 7,(CG) es una
C*-4lgebra. Nétese que

Ira(a)ll =11 a(t)uel < la(@)] lluell =Y la(e)] = [lall,

teG teG teG

de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es

A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G). Si A\(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = \(a)de = a* 0. = a, de
donde sigue que \ es inyectivo. Conclusién: A : £1(G) — B(£?(G)) es un
x-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.

Definicion
Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra reducida de G es

C*(G) := MCG) = A((X(G))
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de modo que 7, se extiende por continuidad a una representacién
u: 1(G) — B(H), la clausura de cuya imagen es 7,(CG).

En el caso de la representacién regular se ve sin dificultad que es

A(a)x = a* x para todo a € £1(G), x € £?(G). Si A\(a) = 0, entonces
A(a)x = 0 para todo x € £?(G). En particular 0 = \(a)de = a* 0. = a, de
donde sigue que \ es inyectivo. Conclusién: A : £1(G) — B(£?(G)) es un
x-homomorfismo inyectivo de x-3lgebras.

Definicion
Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra reducida de G es

A£(G)) S B(%(6)).

C*(G) := A(CG) =
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Dado a € ¢(G), sea

|all, := sup{||mu(a)|| : u es una representacién unitaria de G}.
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G y las representaciones no degeneradas de C*(G);
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|all, := sup{||mu(a)|| : u es una representacién unitaria de G}.

Entonces ||al|, < ||al|, < ||all1, Va € £(G). En particular || ||, es una

C*-norma en /1(G).
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Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra plena de G es C*(G), la
completacion de £*(G) con repecto a || ||,

Notese que u — 7, es una biyeccién entre las representaciones unitarias de
G vy las representaciones no degeneradas de C*(G); la inversa estd dada
por T — ug, tal que ur(t) := 7(d;).

Como || ||r < || ||, el mapa identidad id : CG — CG se extiende por

continuidad a un homomorfismo sobreyectivo C*(G) — C;(G) (también
es denotado por A), y por lo tanto C}(G) es un cociente de C*(G).
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C*-norma en /1(G).

Definicidn

Si G es un grupo discreto, la C*-dlgebra plena de G es C*(G), la
completacion de £*(G) con repecto a || ||,

Notese que u — 7, es una biyeccién entre las representaciones unitarias de
G vy las representaciones no degeneradas de C*(G); la inversa estd dada
por T — ug, tal que ur(t) := 7(d;).

Como || ||r < || ||, el mapa identidad id : CG — CG se extiende por

continuidad a un homomorfismo sobreyectivo C*(G) — C;(G) (también
es denotado por A), y por lo tanto C}(G) es un cociente de C*(G).
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Entonces 7, (C*(F2)) = 37, C V4, que tiene dimensién n porque
{V}, ..., VP} es Li. Luego ker ) # ker m m si n # m.
El homomorfismo X en general no es inyectivo. Cuando si lo es, y por lo
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Entonces 7, (C*(F2)) = 37, C V4, que tiene dimensién n porque
{V3,..., V) es Li. Luego ker ) # ker m,m si n # m.

El homomorfismo X en general no es inyectivo. Cuando si lo es, y por lo
tanto C*(G) = C/(G), se dice que el grupo G es promediable

(‘‘“amenable’”’).
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Entonces 7, (C*(F2)) = 37, C V4, que tiene dimensién n porque
{V3,..., V) es Li. Luego ker ) # ker m,m si n # m.

El homomorfismo X en general no es inyectivo. Cuando si lo es, y por lo

tanto C*(G) = C/(G), se dice que el grupo G es promediable

(¢ ‘amenable’’). Los grupos compactos y los abelianos son ejemplos de
grupos promediables. Y el ejemplo que acabamos de ver muestra que Fa

no es promediable.
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(1) ¢ es continua.
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(3) ¢(a*) = ¢(a), para todo a € A.

(4) Sea[,],: Ax A— C dada por [a, b, := p(b*a). Entonces [,], es
una forma sesquilineal semidefinida positiva acotada sobre A.

(5) le(a)l* < llelle(a*a). N
(6) ¢ se extiende a una funcional positiva ¢ sobre A.

Si a = a*, entonces p(a) € R.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 12 / 34



Demostracion.
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que ¢(c) < K.
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Continuacién de la prueba.

(2) Como a es autoadjunto se puede escribir a = a; — a_,
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(2) Como a es autoadjunto se puede escribir a = a; — a_, con
ap,a_ € Aq.
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Continuacién de la prueba.

(2) Como a es autoadjunto se puede escribir a = a; — a_, con
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Continuacién de la prueba

(6) Sea @ una extensién lineal de ¢. Entonces ¢(a+ \) = p(a) + A\p(1).
Para que ¢ > 0 es necesario que: ¢((a+ A)*(a+ X)) > 0, para todo a € A
y A € C. Ahora:

P((a+N*(a+ ) =p(a*a+ Aa* + da+|A[?)

p(a*a) + Ap(a) + (Ae(a)) + [APE(1)
p(a*a) +2Re(Ap(a)) + [A2H(1)
(

> p(a*a) — 2Allp(a)] + IAPB(L)

> ik [le(2)2 = 2@l + AR l3(1)]

= & (@) = IAID? = NIl + Nl 3()]
= & [(e(@)] = Ml + APl (@) — llol)]

Si se toma ¢(1) > ||¢||, tenemos que ¢ es positiva.
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Construccién GNS: Gelfand-Naimark-Segal

Teorema (Construccion GNS: Gelfand-Naimark-Segal)

Sea ¢ : A — C una funcional positiva.
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En otras palabras:

p(a) = Ur(a)U*, Va € A.

Existencia:

V.
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Continuacién

Las representaciones 7 y p son no degeneradas, ya que son ciclicas. Por lo
tanto, si (uy)x es una unidad aproximada de Ay a,a’ € A, tendremos:

Ug = U(limm(ur)€) = lim Un(ur)§ = lim p(un)n = 7.

U(m(a)r(a')§) = U(n(ad')s) = p(ad)n = p(a)p(a’)n = p(a) U(()E)-

Entonces Un(a){ = p(a)U(, para todo a € A, ¢ € m(A)H. Luego
p(a) = Un(a)U*, para todo a € A, ya que m(A)H = H.
En otras palabras:

p(a) = Ur(a)U*, Va € A,

Ezistencia:
Consideremos el semi-producto interno sobre A inducido por ¢:
[,],:Ax A= C tal que [a, b], = p(b*a), Va, b € A.

V.
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Entonces Un(a){ = p(a)U(, para todo a € A, ¢ € m(A)H. Luego
p(a) = Un(a)U*, para todo a € A, ya que m(A)H = H.
En otras palabras:

p(a) = Ur(a)U*, Va € A.

Ezistencia:
Consideremos el semi-producto interno sobre A inducido por ¢:
[,],:AxA— Ctal que [a, b], = p(b*a), Va,b € A. Sea || ||, la

seminorma inducida por [, ], es decir:

V.
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Continuacidn.

Las representaciones 7 y p son no degeneradas, ya que son ciclicas. Por lo
tanto, si (uy)x es una unidad aproximada de Ay a,a’ € A, tendremos:

Ug = U(limm(ur)€) = lim Un(ur)§ = lim p(un)n = 7.

U(m(a)r(a')§) = U(n(ad')s) = p(ad)n = p(a)p(a’)n = p(a) U(()E)-

Entonces Un(a){ = p(a)U(, para todo a € A, ¢ € m(A)H. Luego
p(a) = Un(a)U*, para todo a € A, ya que m(A)H = H.
En otras palabras:

p(a) = Ur(a)U*, Va € A.

Ezistencia:
Consideremos el semi-producto interno sobre A inducido por ¢:
[,],:AxA— Ctal que [a, b], = p(b*a), Va,b € A. Sea || ||, la

seminorma inducida por [, ], es decir: ||al|, = |a, a]clp/2 = p(a*a)l/2.

V.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 17 / 34



Continuacién de la demostracion.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 34



Continuacién de la demostracion.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 34



Continuacién de la demostracion.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 34



Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 18 / 34



Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*| a||®x
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces
x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,

y como ¢ es positiva:
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:

ILa(x)IIZ =Tax, ax],
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:

HLa(X)Hi: [ax, ax], = ¢(x"a"ax)
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:

ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x"a*ax) < [|al*¢(x"x)
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces
x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,

y como ¢ es positiva:

ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x*a*ax) < [lal®p(x"x) = ||l [x, x],
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces
x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,

y como ¢ es positiva:

ILa(x) I3 = [ax, ax]p = @(x*a*ax) < [|al|*o(x"x) = [|all*[x, x], = [lal* Ix][5.
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,

y como ¢ es positiva:

ILa(x) I3 = [ax, ax]p = @(x*a*ax) < [|al|*o(x"x) = [|all*[x, x], = [lal* Ix][5.

Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,).
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:
ILaC% = [ax, ax]y = p(x*a*ax) < [lal|*(x*x) = [[a]|[x, x]p = |a* [I]|2.

Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,), con seminorma
menor o igual a ||a||. Por lo tanto, si N, := {x € A: [x,x], = 0},
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Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:
ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x*a*ax) < ||al*p(x*x) = [la]*[x, x],, = |a]|* Ix]|2.
Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,), con seminorma

menor o igual a ||a||. Por lo tanto, si N, := {x € A: [x,x], = 0},
entonces L, induce un operador acotado 7'(a) : A/N, — A/N,,
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < x*||a||®x = | a||°x*x,
y como ¢ es positiva:
ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x*a*ax) < ||al*p(x*x) = [la]*[x, x],, = |a]|* Ix]|2.
Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,), con seminorma
menor o igual a ||a||. Por lo tanto, si N, := {x € A: [x,x], = 0},

entonces L, induce un operador acotado 7'(a) : A/N, — A/N,, tal que
conmuta el diagrama
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Continuacién de la demostracion.

Para a € A, consideremos el mapa lineal L, : A — A dado por L,(x) = ax.
Si x € A, entonces

x*a*ax < X*”a”2X = ||a||2X*X

y como ¢ es positiva:

ILa(x)IIZ =T[ax, ax], = p(x*a*ax) < ||al*p(x*x) = [la]*[x, x],, = |a]|* Ix]|2.

Esto muestra que L, es un operador acotado en (A, || ||,), con seminorma
menor o igual a ||a||. Por lo tanto, si N, := {x € A: [x,x], = 0},
entonces L, induce un operador acotado 7'(a) : A/N, — A/N,, tal que
conmuta el diagrama

La

A" S A

ql lq

A/N, —= A/N,

donde q: A — A/N,, es la proyeccién candnica.
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Continuacién de la demostracion.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A.
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Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
I’ (a)l < Ilall,
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de N% (recordar que es (q(x), q(y))y = [x, ¥]e).
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Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).
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Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la

completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A,
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ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la

completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
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Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la

completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
Veamos que existe £ € H tal que &) A £.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

, A
Veamos que existe £ € H tal que {, = &. Como la red (p(uy))x es
creciente y acotada, entonces converge,
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
o tal que [o(uy) — @(un)| < €/8'si A, N > Xo.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:

1€x — Exoll? = [un — tng, txn — Uxglo
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:

16x = Exol1? = [un — tng, ux — tnglp = ©((ur — uxg)*(un — ux,))
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:

16x = Exol1? = [un — tng, ux — tnglp = ©((ur — uxg)*(un — ux,))

< @(llux = uxoll(ux — uxo))
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:

16x = Exol1? = [un — tng, ux — tnglp = ©((ur — uxg)*(un — ux,))

< o(llux = urell(ux = ung)) = llux = unoll (0(un) — w(ur,))
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.

Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:

16x = Exol1? = [un — tng, ux — tnglp = ©((ur — uxg)*(un — ux,))

< p([lux — upoll(ux — uxg)) = llux — uxoll (w(ur) — @(ur,)) < 2€2/8,
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:
16x = Ex 17 = [un — g, ux — gl = o ((un — uxg)*(ur — un,))

< @ (llun = uroll(un = un)) = llun — unoll(0(un) — p(un,)) < 2€2/8,
de modo que [|€x — &v || < €si A, N > Ao.
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:
16x = Ex 17 = [un — g, ux — gl = o ((un — uxg)*(ur — un,))

< @ (llun = uroll(un = un)) = llun — unoll(0(un) — p(un,)) < 2€2/8,
de modo que ||y — & || < €si A, N > Ao. Luego la red (£)) es de Cauchy,

v
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Continuacién de la demostracion.

Observar que el subespacio N, es también un ideal izquierdo en A. Como
ll7'(a)|l < ||all, el operador 7’(a) se extiende por continuidad a la
completacién (Hy, (, )y) de NA; (recordar que es (q(x), q(y)), = [x, y]p).
Llamaremos 7(a) a esta extensién de 7/(a).

Dada una unidad aproximada (uy) para A, considérese &) := gq(uy) € H.
Veamos que existe £ € H tal que &, A €. Como la red (p(uy))a es
creciente y acotada, entonces converge, y por lo tanto dado € > 0 existe
Ao tal que |o(uy) — @(un)| < €2/8 si A, N > Ag. Por lo tanto, si A > Ao:
163 = ExolI? = [ux — g, ux — urolo = @((un — uxg)*(ux — upy))

< o(llux — urgll(ux = ung)) = llux = uroll((ur) — (ux,)) < 2€%/8,

de modo que ||y — & || < €si A, N > Ao. Luego la red (£)) es de Cauchy,
y entonces converge a cierto £ € H.

v
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Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.
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AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a — L, es lineal,
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Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
= (n(a)a)L(b) = (a)(q (b)) = m(a)m(b)a.

Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.
e 1 preserva la involucion:

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
= (n(a)a)L(b) = (a)(q (b)) = m(a)m(b)a.

Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.
e 1 preserva la involucion:

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
— (r(a)q) L(b) = (a)(q (b)) — r(a)r(b)a.
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.

e 1 preserva la involucion:

(m(a*)a(x),aly))e = (a(a*x),a(y))e

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
— (r(a)q) L(b) = (a)(q (b)) — r(a)r(b)a.
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.

e 1 preserva la involucion:

(m(a*)a(x);a(y))e = (a(a™x), aly))e = [a"x, ¥,

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
— (r(a)q) L(b) = (a)(q (b)) — r(a)r(b)a.
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.

e 1 preserva la involucion:

(m(a*)a(x);a(y))e = (a(a™x),aly))e = [a"x, ¥]p = (y*(a™x))

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
— (r(2)a)L(t) = n(2)(c (b)) = n(a)r(b)a
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.
e 7 preserva la involucién:
(r(a*)a(x),aly))e = (a(a*x),aly))e = [a*x, y]p = w(y*(a"x))
= ¢((ay)™x)

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
= (m(a)a) L(b) = 7(a)(q (b)) = 7(a)w(b)q.
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.
e 7 preserva la involucién:
(m(a*)a(x),a(y))e = (a(a™x),a(y))e = [a"x, y], = w(y*(a"x))
= ¢((ay)™x) = [x, ayl,

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
operadores acotados en A/N,, a su completacién H,, también es
lineal (tomar limite es una operacién lineal).

e 7 es multiplicativa:
m(ab)q = qL(ab) = q(L(a)L(b)) = (qL(a))L(b
= (m(a)a) L(b) = 7(a)(q (b)) = 7(a)w(b)q.
Entonces m(ab) = m(a)m(b) en q(A), y por lo tanto en H,,.
e 7 preserva la involucién:
(m(a*)a(x),a(y))e = (a(a™x),a(y))e = [a"x, y], = w(y*(a"x))
= ¢((ay)*x) = [x, ayl, = (a(x),a(ay))e

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 20 / 34



Continuacién de la demostracion.

AFIRMACION: 7 es una representacién ciclica de A, con vector ciclico £.

e 7 es lineal. Como a— L, es lineal, y el pasaje de operadores acotados
en A a operadores acotados en el cociente A/N,, también es lineal, se
tiene que 7’ es lineal. Entonces 7 también lo es, pues la extensidn de
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En resumen la construccion GNS establece una biyeccién entre
el conjunto de clases de equivalencia unitaria de representaciones
ciclicas de A y el conjunto de funcionales lineales positivas de A.

GNS
{(7,H,&) rep. ciclica de A} / ~, =  {p funcional positiva en A}
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Funcionales positivas I

Proposicién

Sean A una C*-dlgebra, y ¢ : A — C una funcional lineal continua.
Entonces son equivalentes:
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Funcionales positivas I

Proposicién

Sean A una C*-dlgebra, y ¢ : A — C una funcional lineal continua.
Entonces son equivalentes:

(i) ¢ >0.

(ii) Timx (ur) = [le
(iii) limx (ux) = [l
Demostracion.
(ii) = (iii) Es inmediato.
(i) = (ii) Sea (H,m,&) = GNS(y). Por lo tanto ¢(a) = (m(a)¢, &) Va € A.
Sea (uy) una unidad aproximada de A. Por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se tiene

€12 > supyzy>1 1(m(a)€, )] = supya>1 le(a)] = llell
> limy (uy) = limx(m(u))€, &) = [|€]12.
Luego es limy o(uy) = |l = |1€]I2.
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Continuacién de la prueba.

(iii) = (i) Podemos suponer que ||¢|| = 1.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 24 / 34



Continuacién de la prueba.

(iii) = (i) Podemos suponer que ||¢|| = 1.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 24 / 34



Continuacién de la prueba.

(iii) = (i) Podemos suponer que ||¢|| = 1. Veamos primero que si a = a*
entonces ¢(a) € R.

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 24 / 34



Continuacién de la prueba.

(iii) = (i) Podemos suponer que ||¢|| = 1. Veamos primero que si a = a*
entonces p(a) € R. Sea ¢(a) = a + if;
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entonces ¢(a) € R. Sea p(a) = o + i3; podemos suponer que 3 < 0 (en
caso contrario cambiamos a por —a). Se tiene, VA:
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para todo n, lo cual es absurdo.
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entonces ¢(a) € R. Sea p(a) = o + i3; podemos suponer que 3 < 0 (en
caso contrario cambiamos a por —a). Se tiene, VA:

la — inux||? = ||(a + inuy)(a — inuy)|| = ||a% + n?u3 + in(ura — au, )|
< ||lal|® + n® + n||uxa — auy .
Entonces
ot iB—ing(ux)]? = lp(a—inux)2 < [la—inu|2 < ||al2+ 7 +nllura—au|

Tomando limite en A resulta: | + i3 — in|? < ||a||?> + n?. Por otro lado
la+if —in®> =|a+i(B—n)?=a?+(B—n)*=a®+ 52— 2n6+ n

Entonces a? + 8% + n? —2nB < ||a||? + n?, asi que —2nj < ||a||? — a? — 32
para todo n, lo cual es absurdo. Entonces 5 = 0, y por lo tanto ¢(a) € R.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € A4, con ||a|| < 1.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € A4, con ||a|| < 1.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € A, con ||a|| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1eA,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 25 / 34



Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—-1< -2
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<u —a
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<-a<u —a<u
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy — a € As,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy —a) C [-1,1].
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
o(uy —a) e R.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) — ¢(a)
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

p(uy —a) = p(ur) — ¢p(a) =a 1 = ¢(a).
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

p(uy —a) = p(ur) — ¢p(a) =a 1 = ¢(a).

Como p(ux — a) < [|gll[lux —all <1,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

p(uy —a) = p(ur) — ¢p(a) =a 1 = ¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) <1,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

p(uy —a) = p(ur) — ¢p(a) =a 1 = ¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) —p(a) =1 1 —¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0. Luego ¢ es positiva.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional lineal,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) —p(a) =1 1 —¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0. Luego ¢ es positiva.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional lineal,
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) —p(a) =1 1 —¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0. Luego ¢ es positiva.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional lineal,
entonces ¢ > 0 si y sélo si (1) = ||¢]|.
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Continuacién de la demostracion.

Ahora supongamos que a € Ay, con ||al]| < 1. Entonces 0 < a < 1, donde
1€ A,y por lo tanto

—1<—-a<uy —au <1

Luego uy —a € Asy y o(uy — a) C [—1,1]. En consecuencia
©(uy — a) € R. Ademas:

o(ux —a) = p(ur) —p(a) =1 1 —¢(a).

Como ¢(uy — a) < |l¢|l|lux — al| <1, se concluye que 1 — ¢(a) < 1, y por
lo tanto p(a) > 0. Luego ¢ es positiva.

Corolario

Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional lineal,
entonces ¢ > 0 si y sélo si (1) = ||¢]|.
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces ¢ + 1 también lo es,
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.
llo + || = lima(¢ + ¢)(un)
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

o + Il = limx(e + ) (ur) = limy p(ux) + limy p(uy)

Fernando Abadie (CMAT) Algebras de Operadores 26 / 34



Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

o+l = lima(p + ¥)(ur) = limy (ur) + 1imx ¥ (ux) = lloll + [l]-

Ol

Teorema de extension de Hahn—-Banach.
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado E
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Corolario
Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua,
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Corolario
Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua, entonces existe una funcional lineal continua
@ E— C tal que:
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Corolario
Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua, entonces existe una funcional lineal continua
@ E— C tal que:

BlF =
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Corolario
Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua, entonces existe una funcional lineal continua
@ E— C tal que:

lr=¢ vy gl =lel
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Corolario

Si A es una C*-dlgebra y p,1 : A — C son funcionales lineales positivas,
entonces @ + 1 también lo es, y ademds || + || = |||l + ||[¥]|-

Demostracion.

I + ¢l = limx(p + ) (ur) = limx p(ux) + limxp(ur) = [loll + (]| O

Teorema de extensidn de Hahn-Banach. Recordar que si F es un
subespacio vectorial de un espacio normado Ey ¢ : F — C es una
funcional lineal continua, entonces existe una funcional lineal continua
@ E— C tal que:

lr=¢ vy gl =lel

Se dice que ¢ es una extensién de Hahn-Banach de ¢.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva.
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Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ) : A — C
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva 1) : A — C tal

que Y|, = @,
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva 1) : A — C tal

que Y, = o, ¥ ¥l = llell.-
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva 1) : A — C tal
que Y, = o, ¥ ¥l = llell.-

Demostracidn.

N |
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva 1) : A — C tal
que Y, = o, ¥ ¥l = llell.-
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N |
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal
que t, =@, y |U] = lloll-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-4lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad,

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

SeanNA , B las C*-3lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@ : B — Ctal que @(b+ A) = ¢(b) + A|¢||.

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y

¢ : B — C tal que $(b+ X) = @(b) + All¢]|. Segtin hemos visto se tiene
que $ >0y [|B] = [lll

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@: B — C tal que $(b+ \) = o(b) + A||¢||. Segtin hemos visto se tiene
que ¢ >0y ||@] = |||l Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ) : A — C de Q.

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

SeanNA , B las C*-3lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
¢ : B — C tal que $(b+ X) = @(b) + All¢]|. Segtin hemos visto se tiene

que $ > 0y [|3[| = [[o||. Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ¢ : A — C de ¢. Entonces
P(1) = @(1)

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

SeanNA , B las C*-3lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
¢ : B — C tal que $(b+ X) = @(b) + All¢]|. Segtin hemos visto se tiene

que $ > 0y [|3[| = [[o||. Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ¢ : A — C de ¢. Entonces
P(1) = (1) = |8

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@: B — C tal que $(b+ \) = o(b) + A||¢||. Segtin hemos visto se tiene
que ¢ >0y ||@] = |||l Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ) : A — C de . Entonces

$(1) = ¢(1) = 18]l = |41,

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@: B — C tal que $(b+ \) = o(b) + A||¢||. Segtin hemos visto se tiene
que ¢ >0y ||@] = |||l Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ) : A — C de . Entonces

$(1) = ¢(1) = 18]l = |41,

de manera que 1 es una funcional positiva.

.
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Corolario

Sean B una C*-subdlgebra de la C*-adlgebra A, y ¢ : B — C una funcional
lineal positiva. Entonces existe una funcional lineal positiva ¢ : A — C tal

que P, = @, y [[9] = [lell-

Demostracidn.

|

Sean A, B las C*-lgebras obtenidas de A y B adjuntando una unidad, y
@: B — C tal que $(b+ \) = o(b) + A||¢||. Segtin hemos visto se tiene
que ¢ >0y ||@] = |||l Considérese ahora cualquier extensién de
Hahn-Banach ) : A — C de . Entonces

$(1) = ¢(1) = 18]l = |41,
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El espacio H es también un espacio de Hilbert con el producto interno

(€ m) = 25 (€() n(i);-

Si T; € B(H;), para todo i € | y existe M tal que || T;|| < M para todo i,
entonces T := @, T; € B(H) donde (TE)(i) = T;(&(1)).

Se define m = @, mi : A — B(H) como m(a) = @, mi(a). Entonces
(D i, ®@H,;) se llama suma directa de la familia (7;, H;)icy.
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Sea a € A, a# 0; entonces a*a € A, y no es nulo. Entonces existe un
estado ¢ € S(A) tal que p(a*a) = ||a*a|| = ||a||?. Sea (7, Hy, Ep) la GNS
de ¢, y sea

.
€ :S(A) = Uyes(ay Ho tal que £(¢) = { 6, s Zﬁ 0 o

Entonces £ € @ c5(a) Hy = Hu. Por lo tanto:
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Continuacién de la prueba.

Imu(2)¢]1? = (mu(a)€, mu(a)€)
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Continuacién de la prueba.

Imu(a)él1* = (mu(a)é, mu(a)€)
= Y yesea) (T (a)E®), mp(a)E())x,
= (mp(a)€p, Tp(a )&o)?—t@
= (my(a*a)éy, §p) 1,
= ¢(a*a)
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Entonces 7, es fiel.
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Imu(a)él1* = (mu(a)é, mu(a)€)
= Y yesea) (T (a)E®), mp(a)E())x,
= (mp(a)€p, Tp(a )&o)?-t(,;
= (my(a*a)éy, §p) 1,
= ¢(a*a)

= [al*.

Entonces 7, es fiel

N
| \

Proposicién
Si A es separable existe una representacion fiel m: A — B(H) con H
separable.
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Demostracidn.

Sea {an}nen un subconjunto denso en A.

v
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(b) H es separable, porque es suma directa numerable de espacios
separables.

(c) 7 es fiel: basta ver que ||7(ap)|| = ||an|| para todo n.

Im(an)I2 2 Im(an)all? = (m(ahan)én, &)
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Teorema

Sea M,(A) = {(aj): aj € A paratodos i,j=1,...,n}, donde A una
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(ai)(bj) = (cj)  donde cj = 37§ ; aubi,
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Sélo hace falta probar la existencia de una tal C*-norma. Por el teorema
de Gelfand-Naimark se puede suponer que A C B(H). Como

B(H® - ®H) = M,(B(H)), podemos ver M,(A) C B(H").
Restringiendo la norma de B(#") a M,(A) obtenemos una C*-norma sobre
M,(A) (dicha norma es equivalente a: ||(a;)|| = max{||a;|| : i,j >1}). [
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Observacién

Mn(A) = M, ® A (producto tensorial algebraico).
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